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Resumen

La transformada de Dunkl en la recta real es una generalizacién de
la transformada de Fourier, y muchos resultados en los que interviene
la de Fourier se pueden adaptar a este nuevo contexto mucho maés
amplio. En este articulo mostramos un teorema de muestreo relacionado
con la transformada de Dunkl; este teorema de muestreo generaliza
al clasico de Whittaker-Shannon-Kotel’'nikov. Por el camino, hay que
construir, sirviéndonos de las funciones de Bessel, un sistema ortogonal
que es completo en L((—1,1), |z|>**™! dz). Cuando o = —1/2, este nuevo
sistema se reduce al cldsico sistema trigonométrico (exponencial) que se
usa en la definicién de las series de Fourier.

Palabras clave: Teorema de muestreo, WSK, transformada de Dunkl, sistema
ortogonal, funciones de Bessel.
Clasificacién por materias AMS: 94A20, J2A38.

1 Introduccién

Comencemos con un tépico (en la acepcién espafiola de la palabra) a més no
poder: de todos es sabido que el muestreo de senales constituye uno de los mas
importantes tdépicos (con su habitual uso como falso amigo del inglés) de la
matematica aplicada. De hecho, los autores hemos contribuido recientemente
al tema, aportando nuestro pequeno grano de arena: en [5], hemos demostrado
un nuevo teorema de muestreo que generaliza el clasico de Shannon. En ese
resultado, la transformada de Fourier se sustituye por una méas general, la
denominada transformada de Dunkl sobre la recta real; en ella aparece un
pardmetro « que, en el caso particular & = —1/2, da lugar a la transformada
de Fourier, y al teorema de muestreo clasico.

La investigacién de los autores estd subvencionada por el proyecto de la DGI ntumero
MTM2006-13000-C03-03.
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Nuestro propdsito ahora va a ser mostrar estos resultados de una manera
divulgativa, sin dar demostraciones rigurosas, que se pueden encontrar en
el articulo antes citado. Comenzaremos esta seccién introductoria explicando
qué son los operadores de Dunkl; un poco mas adelante, haremos una breve
resena sobre teoremas de muestreo. En la segunda seccién mostraremos un
sistema ortogonal (también dependiente de un pardmetro «) que generaliza al
trigonométrico cldsico. Este nuevo sistema jugara un papel clave en la tercera
seccion: sirviéndonos de él y de la transformada de Dunkl obtendremos nuestro
teorema de muestreo.

1.1 Operadores de Dunkl

Los operadores de Dunkl en R™ son operadores que tienen una parte diferencial
y otra en diferencias (lo que en inglés se denomina differential-difference
operators) asociados a un grupo de reflexién finito; fueron introducidos por
Dunkl en 1989, en su articulo [7]. En la recta real, y con el grupo de reflexién Za,
el operador de Dunkl A, se define como

Aaf@) = g1 + 2257 (LT

Para o > —1/2 y A € C, el problema de valores iniciales

Aof(x) = Af(z), z€R,
f(0)=1

tiene una unica solucién, E,(A\x), dada por

E.(z) =TZ.(2) + ﬁzﬂ_ﬁ_l(,@’
eon L Jaiz) o~ (/2"
T() = "M+ 1) 52 =Tla+ 1) nz::o PR

(véase [8] y [12]); como es habitual, estamos usando J, para denotar la funcién
de Bessel de orden « (un amplio y cldsico tratado sobre funciones de Bessel
es [22]). La funcién E, se denomina nicleo de Dunkl. Cuando o = —1/2, se
tiene A_y /o =d/drvy E_i/5(\x) = e,

De manera similar a la transformada de Fourier (que corresponde al caso
a = —1/2), podemos definir la transformada de Dunkl sobre la recta real como

Fuldin) = [ Balcion)f@)dpae). v e )
donde dp, denota la medida

dpa () = m |z da.
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Por ser |E,(iz)| < 1 para cada = € R, el operador F, estd bien definido
para funciones f € LY(R,duy), ¥

| Fafllre®dpe) < 121 (R dpaa)-
Ademas, como en la transformada de Fourier, si S es la clase de Schwartz,

Fo: S — S
fr—Faf

es un isomorfismo y F2 f(x) = f(—x). Entonces, del teorema de Fubini se deduce
la férmula de multiplicacion

/f (f, 2)9(x) dpta(z /f (9,2)f(2) dpa(z), fog € S.

Tomando g(x) = F,(f, ) se obtiene

| Fafllrz®aps) = IflL2®dpnys  f €S

Y ahora, por densidad, F, se extiende a funciones en L?(R,dyy).

Realmente, también se puede definir la transformada de Dunkl en L?(R, dy, )
cuando —1 < a < —1/2,; aunque ahora la expresién (2) ya no es siempre
valida para funciones en L'(R,dpu,). Pero esta nueva F, si que conserva
las propiedades en L%(R,du,); los detalles se pueden ver en [15]. Esto nos
permitird extender nuestro estudio al caso o > —1.

En los ultimos anos ha habido una gran actividad investigadora relacionada
con la transformada de Dunkl. Al ser la transformada de Fourier un caso
particular suyo, cada problema previamente estudiado para la transformada
de Fourier proporciona un nuevo desafio en el contexto de la de Dunkl.
Asi, por ejemplo, se han obtenido resultados relacionados con multiplicadores
([18, 3]), teoria de Littlewood-Paley ([19]), teoremas de Paley-Wiener ([20, 2]),
transplantacién ([14]), incertidumbre ([17, 16, 6]), transformadas de Riesz ([21]),
asf como el teorema de muestreo que nos ocupa ahora ([5]).

1.2 El teorema de muestreo clasico

El teorema de muestreo de Shannon afirma que, si una senal f(¢) no tiene
frecuencias mayores que w ciclos por segundo, la funcién f estd completamente
determinada por sus valores f(k/(2w)), y se puede reconstruir mediante la
denominada serie cardinal:

sen(m(2wt — k))
k;m / <2w> m(2wt — k) ®)

Cuando una sefial f(¢) no tiene frecuencias mayores que w ciclos por segundo,
se dice que es banda-limitada al intervalo (—2mw,27w) (el valor 2w que nos
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aparece aqui se conoce con el nombre de frecuencia de Nyquist). Esto es
equivalente a decir que su transformada de Fourier F' se anula fuera de ese
intervalo, y que, por tanto,

2w

1 xt
f@) = \/—277/727”” F(x)e™ du.

Pensédndolo de manera inversa, las funciones f que se pueden obtener de esta
forma para alguna F' constituyen el denominado espacio de Paley- Wiener.

El principio subyacente es que toda la informacién de una senal banda-
limitada esta contenida en sus muestras f(k/(2w)).

Sin preocuparnos de la convergencia de series e integrales, ni del intercambio
entre sumatorios e integrales, es facil dar una demostracién informal de este
resultado. Para ello, supongamos que w = 1/2 (esto no conlleva ninguna pérdida
de generalidad, pues es un simple cambio de variable). Asi, F' estd soportada en
[—7, 7] y tiene el siguiente desarrollo de Fourier:

F = 1 " F(t —ikt dit ikx 1 = k ikx
@=3 5 ([ roesa) et = S i

— o -n k=—0o0

™
Z f(k)e_ikw.

1
Vo,

En consecuencia,

f(t) = \/% /_W F(z)e™! dx = % i f(k) /_7r e=t=k) g

k=—o00
_ i f(k)sen(ﬂ(tfk))
it w(t — k)

Este es el teorema de muestreo cldsico. Fue Whittaker quien, en 1915, lo
mostrd por primera vez; posteriormente, fue redescubierto, por separado, por
Shannon (en EE.UU.) y Kotel'nikov (en la URSS). En consecuencia, a menudo
se conoce como teorema de muestreo de Whittaker-Shannon-Kotel’'nikov o,
simplemente, WSK. No podemos dejar de destacar que la verdadera importancia
de este resultado surgié cuando, alrededor de 1940, Shannon comienza a
aplicar el teorema de muestreo a la teoria de comunicacién, donde resulta
extremadamente 1til. Hoy en dia, las técnicas de muestreo se aplican para todo
tipo de senales; en particular, se usan para tratar digitalmente tanto el sonido
como la imagen.

Existen otros teoremas de muestreo; entendemos por esto como la
reconstruccién de una funcién f a partir de sus valores en un conjunto discreto:

@) = 3 Ft)Gla, ),
neA

para alguna sucesién {t,}n,ea. En algunos contextos, estas series se conocen
como series interpolatorias de tipo Lagrange.



Transformadas de Dunkl y teoremas de muestreo 107

Usualmente, la herramienta principal para obtener estos resultados es la
relacién entre una transformada continua y su homdloga discreta. Por ejemplo:

1. Transformada de Fourier/series de Fourier: el teorema clasico.
2. Transformada de Hankel/series de Fourier-Bessel: [10].

3. g-transformada de Fourier/g¢-series de Fourier: [11].

4. g-transformada Hankel/g-series de Fourier-Bessel: [1].

5

. Transformada de Dunkl/series de Fourier-Dunkl: el que expondremos a
continuacion.

El lector puede encontrar muchos detalles sobre gran cantidad de teoremas de
muestreo en [23]. Y un precioso survey sobre el tema es [9].

2 Series de Fourier-Dunkl

Por comodidad, escribamos E,, (iz) mediante

Ea(iz) = 2°T(a + 1) (J“(”) 4 Jonn(@) :cz) , z€R

xro x(x—i—l

(del desarrollo en serie de las funciones de Bessel se sigue de manera inmediata
que la parte real de E,(iz) es una funcién par; y, la parte imaginaria, una
impar). Es bien conocido que la funcién de Bessel J,+1(z) tiene una sucesién

creciente de raices positivas, {sj};?‘;l; tomemos, ademés, s_; = —s; y 5o = 0.
Asi, {s;};jez son las raices de
. Ja+1(x) € .
Im(E, (ir)) = 2°T(a + 1) ol L= St 1) Zot1(iz).

Con ellas, definamos las funciones

cas(r) = Z ot )
A T AP

E,(isjr), j€Z\{0}, re(-1,1),

¥ €aolr) = 2002 a + 2) V2.

En el caso a = —1/2, esto es el sistema exponencial cldsico del que surgen
las series de Fourier, es decir, e_y o ;(r) = €"™".

Nuestro objetivo ahora es probar que {eq,;}jez es un sistema ortonormal
completo en L2((—1,1),du,). Gran parte del trabajo descansa en el siguiente
lema:

Lema 1 Sea oo > —1 y x,y € C. Entonces, para x # y,

2797 2T 1(i2)Zo (i) — Yoyt (1) To (i)
Ia+2) T —y ’
(4)

/_1 E,(ixr)Eq(iyr) dpa(r) =
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Yy, para x =Y,

/_1 | Eo(izr) | due(r) = F?;O: % (2(ax+ 1)I§+1(i$)

— (200 + 1) Toy1 (i2) Ty (i) 4 2(cx + 1)13(2'95)). (5)

La demostracién del lema no es complicada, aunque si bastante técnica.
Con el fin de lograr un articulo lo més autocontenido posible, y puesto que el
lema es un ingrediente béasico en este articulo, no queremos prescindir de ella.
Pero, por otra parte, para hacer mas llevadera la narracién, la posponemos
hasta después del teorema (y el lector puede saltarse esa parte si lo considera
oportuno). Asi pues, expongamos ya la ortogonalidad buscada:

Teorema 2 Sea o > —1. Entonces, la sucesion de funciones {e, ;}jcz es un
sistema ortonormal completo en L?>((—1,1),dps). En consecuencia, para cada
f € L?((—1,1),dua), podemos escribir

oo

=Y a(Pesalr)  ajl(f) = / OB o 0)

j=—o00

Demostracion de la ortogonalidad. Si tomamos x = s; e y = s con j # K,
de (4) se sigue que

/ €a,j(1T)ea k(1) dua(r) = 0.

~1
Para j = k # 0 tenemos

[ JeasnIP dpatr) = R0 [ i) da() = 1.

—1 Z3(is5) -1
sin mds que usar (5). El caso restante j = k = 0 es similar, pero teniendo en
cuenta que sgp = 0 e Z,41(isg) = 1. dJ

Demostracion de la completitud. Supongamos que, para alguna funcién
¢ € L*((—1,1),dpa), se cumple

1
[ o0 dnar) =0, .
—1
Descompongamos ¢ en sus partes real e imaginaria, y estas, a su vez, en su
partes par (even) e impar (odd):
¢(r) = ae(r) + ao(r) + i(be(r) + bo(r))

(si denotamos a(r) = Re(é(r)), basta tomar ac(r) = (a(r) + a(—7))/2 y
ao(r) = (a(r) — a(—r))/2; y andlogamente con b(r) = Im(¢(r))). De aqui,
obtendriamos

1 1
/ ao (1) Ty (isjr)r?* T dr = / bo (1) Zo (isjr)r** T dr = 0,
0 0
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paraj =0,1,... y

1 1
/ ae(r)(sjr)ZaH(isjr)TQO‘H dr = / be(r)(sjr)IaH(isjr)r2°‘+1 dr =0,
0 0

para j =1,2,....
Finalmente, caigamos en la cuenta de que

Zo (iSj?“) = Cn¢n(r) y (SjT)Ia—l-l(isjr) = dndjn (T),

donde {én}n>0 ¥ {¥n}n>1 son sistemas de Dini, ortogonales y completos en
L2((0,1), 2>t dr) (véase [22, p. 134]). Asi, concluimos que

ae(r) = ao(1) = be(r) = bo(r) =0
luego ¢ = 0. g
2.1 Demostracién del lema

Comencemos probando (4). Es claro que E, (iyr) = Ey(—iyr). De (1), tenemos
Ea(ixT)AaEa(_in) = _iyEa (il‘T)Ea(—in)

(a lo largo de la demostracién, las derivadas en A, lo son respecto a r), y
la misma igualdad con el par (x,y) cambiado por (—y, —z). Sumando ambas
identidades, obtenemos

i(x —y) /_1 E,(izr)Eq(—tyr) dpa(r) = I(x,y) + I(—y, —x)

I(z,y) = /_1 E.(—iyr)Ao Eqo(izr) dpg (1).

Si usamos la definicién de A,, podemos escribir I(z,y) = I (z,y) + I>(z,y) con
! d
Biay) = [ Ea(-iyr) g Ealior) dua(r)
~1

! E,(izr) — Eq(—iaxr)

b(y) = (20 + 1) / Eo(—iyr)

dpg (7).
. 5 fa(T)

Integrando I; por partes, queda

Eo(iz) Eo (—iy) — Eo(—iz)Es(iy)
20T (a4 1)

() e ) [ PR g ),

I1(x,y) =
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y por tanto

E,(ix)E,(—iy) — Eq(—iz)E,(iy)
20+ (4 1)

—I(~y,—z) — (2a + 1)/_1Ea(—iyr)

I(Ivy) =

E,(izr) + Ey(—izr)
2r

dpig, (7).
En consecuencia,

E,(ix)E,(—iy) — Eq(—iz)E,(iy)
20+ + 1)
~Cast) [ ma(in PSR )+ ()

E,(ix)Ey(—iy) — Eq(—izx)Eq(iy)
20+ (a + 1)

Y B, (izr)Ey(iyr) + Eo(—izr)Eq(—iyr)

- (2a+1) /71 o

I(ZL’,y) + I(fya 71‘) =

dpig, (7")

_ Ea(iz)Ba(~iy) — Eo(—iz)Ea(iy)
2010 (o + 1) ’

E, (izr)Eq (iyr)+Eqo (—izr) Eq (—iyr)

donde en el 1ltimo paso hemos usado que

o es una
funcién impar. Asi, hemos mostrado que
1 ; . ,
. = N 1 Ea(lm)Ea<_Zy) B Ea(_zx)Ea(Zy)
Ea Ea d «a = . .
/_1 (ir) Ba(iyr) djia(r) 20+ (a4 1) i(x —y)

Ahora, usando E,(—ix)E,(iy) = FEa(iz) Eo(—iy) y que, para a,b € C,
ab —ab = 2iIm(ab) = 2i(Re(a) Im(b) + Im(a) Re(b)), aparece (4).
Para probar (5) basta con evaluar

lim 2Zo+1(12)Za (1Y) — YZat1(iy)Za (iz)
y—a 2001 (o + 2) T —y '

Esto se consigue sin méas que usar la regla de L’Hopital y las identidades

dZ,(iy) _ Y .
dy - et D) Tot1(iy)

4a+1)(a+2)

IaJrQ(i:I;) = ) (Ia+1(i$) - Ia(ix))7

con lo que concluye la demostracién del lema.
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3 El teorema de muestreo

Tal como se hace habitualmente en teoria de muestreo, tomamos el espacio de
tipo Paley-Wiener que, en nuestro caso, se define como

PW, = {f € L(Rodua) : ) = [ ) Ealion) dia(y)

we (-1, 1»%)},

con la norma de L?(R, du,). Con esto, ya estamos en condiciones de establecer
el teorema de muestreo:

Teorema 3 Si f € PW,, a > —1, entonces f tiene la representacion

2Z 41 (i)
(a+ 1)Za(isj) (@ — s;)

f(@) = f(s0)Za+1(iz) + Z f(sj)z

jez\{o}

que converge en la norma de L*(R,duy). Ademds, la convergencia de la serie
es uniforme en subconjuntos compactos de R.

Antes de abordar su demostracion, merece la pena que hagamos un par de
comentarios.

En primer lugar, destaquemos que el caso o = —1/2 da lugar al teorema
WSK clasico. En efecto, no hay mds que tener en cuenta que J_;/5(z) =
V2/(mx)cos(x), Jijo(x) = /2/(mx)sen(x) y que los s; son, ahora, s; = mj.
Con esto, obtener la férmula cldsica (3) (con frecuencia de Nyquist 2w = 1/7)
a partir de la del teorema 3 es un mero tramite.

En segundo lugar, también es facil comprobar que, para funciones pares, el
resultado se convierte en el teorema de Higgins ([10]) para el par transformada
de Hankel /series de Fourier-Bessel antes citado.

3.1 Una demostracién informal

Una demostracion rigurosa, que ademds muestre la convergencia uniforme
en subconjuntos compactos a la que alude el teorema, requeriria algo més
de trabajo. Lo habitual en estos casos es recurrir al contexto de ntcleos
reproductores (siguiendo las técnicas que se detallan, por ejemplo, en [10] o [13]),
que aqui no vamos a explicar. En todo caso, la demostracién completa del
teorema se puede consultar en [5].

Para f € PW,, consideremos su correspondiente funcion wu €
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L?((—1,1),du,) y tomemos su desarrollo de Fourier-Dunkl:

uly) = > aj(wea;(y)
= > ([ utest) duate)) o)
~ TP ) 3 m(y [ w0 Etisyt) dualt)
_ oa/2 12Oo ea,i(y ! G
— 20/2(D(a 4 1))/ jzmm/lu(tm(—w]t) dpta (1)

j=—00
o0

:2a/2(r(a+1))1/2 Z ea,j.(y
j=—00

)
)
)
)
=2%2(D(a + 1))"/? i ew(y))
)
)

De esta manera,

f(z) = / u(y) Ea (izy) dpa(y)

-1

e’} ) 1
— (ot 1) Y f”| [ Batisyyeasv) duay)

oo |Za(is;)

=2°T(a + 1) Z (IC{((ZZ)))Q

= f(so) T (i) + gy 30 ()

JEZ\{0}

1
[ (i) B (=is,9) dpo ()

L1 (1)
Zo(isj)(x — s5)

como queriamos demostrar.

3.2 Un ejemplo
Para o, 3, + 3 > —1, se cumple
° Jatpront1(t) Jo(xt) 2041
t dt
0 ta+pB+1 (xt)

_ T'(n+1)
C2T(B+n+1)

(1 —2?)P Pl (1 - 22%)xp01y(2), n €N

donde P{**® denota el n-ésimo polinomio de Jacobi de orden (v, 3), y Xx[o0,1) €s la
funcién caracteristica del intervalo [0,1] (véase [4]). A partir de esta expresion,
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se sigue facilmente que
2" By pyoni1(iz) € PW,.
Entonces, aplicando el teorema de muestreo,

2Zo41 (1)
a+ 1)Z,(isj)(x — s;)

)

2" Eoppyoni(iz) = Y S?"Ea+,6+2n+1(isj)2(
JEZ\{0}

valido para o, B, a4+ 3> -1, yn=1,2,... Y, paran =0,

Loy (i)
2(a+1)Za(is;)(x — s5)°

Bayp1(iz) = Taga(ix) + Y Eaypra(isy)
Jjez\{o}

Tomando f(z) = 2*"Eqygront1(iz) con a = 2.4, 8 = 72y n = 2,
presentamos varios graficos en los que representamos f (con trazo grueso), los
. . . . k

puntos de muestreo, y (con lineas discontinuas) las sumas parciales » de

j=—k
la férmula que recupera f, con k =1, 2, 3 y 4, respectivamente:

Los figuras muestran que la serie truncada en seguida proporciona muy
buenas aproximaciones.
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