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Abstract

By means of A, theory we obtain conditions that imply the uniform
boundedness between LP type spaces of partial sums of Bessel and Dini
series with order greater than —1/2.

Clasificacion A.M.S. (1980): 42C15, 42A50.

Sea J,(z) la funcién de Bessel de orden @ > —1. Es bien conocido (ver por
ejemplo el tratado de Watson [4]), que J,(x) tiene un conjunto numerable de
ceros en (0,00), todos ellos simples y cuyo dnico punto de acumulacién es oc.
Sean {ay, }22; estos ceros ordenados en sentido creciente. Entonces, se cumple
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luego {Jo (v, x)}22 ; forma un sistema ortogonal en L%((0,1), z dz) que, adema4s,
es completo. Sean
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las sumas parciales de su serie de Fourier.
Dado p € (1,00) y dos pesos U(z) y V(x) en (0,1) (U(z) < CV(x)) estu-
diaremos, utilizando teoria A, de pesos, cudndo los operadores

Sp o LP((0,1), V(z)Pxdx) — LP((0,1),U(z)Px dx)
fr—5uf
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son uniformemente acotados (a partir de ahora todos los espacios LP que con-
sideremos seran sobre el intervalo (0,1) aunque no lo indiquemos). Esto, junto
con los adecuados resultados de densidad de los que aqui no nos preocupare-
mos se traduce en la convergencia en LP(U(z)Pxdx) de S,f a f para cada
f € LP(V(x)Px dz). Usaremos ¢ para designar al conjugado de p, es decir, py ¢
deben cumplir la relacién 1/p +1/q = 1.

Utilizando las conocidas estimaciones de las funciones de Bessel

Ja(z) = O(za)7 z—0, y Ja(z) = 0(271/2)3 z — 00,
es claro que cuando a > —1/2 existe C tal que
|Ja(2)| < Cz 12, z € (0, 00), (2)

acotacién independiente de a y que serd muy 1til para nuestros propdsitos.
Como
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para estudiar la acotacion uniforme tendremos que utilizar expresiones adecua-
das de los ntcleos K, (z,y). Wing (ver [5]) demuestra que, cuando o > —1/2,
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y las O(1) son acotadas independientemente de x,y € (0,1) y n > 1. Por lo
tanto,
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respectivamente. De aqui que para que se verifique la acotacién uniforme de los
operadores (1) bastard comprobar

/1 W, (fr 2)U (2) P dae < c/l F@)V(@)Peds,  i=1,234 (3)
0 0

/|W fix) )|pxd:r<C/ |f(2)V (2)|Px dx, i=25,6. (4)

En las expresiones anteriores aparecen no sélo transformadas de Hilbert

p./olfﬂy)yd

(a partir de ahora, no indicaremos el v.p.) sino también operadores del tipo

J(fvx):A 2f(a§y>ydy y J/(f’x):/o #

pero es facil ver que cuando la transformada de Hilbert H es acotada también
loson Jy J.

Para estudiar la acotacion de la transformada de Hilbert emplearemos la
teorfa A, de pesos, desarrollada fundamentalmente por Muckenhoupt, Hunt y
Wheeden ([2] y [3]). Un par de pesos (u,v) definidos en el intervalo (0,1) se
dice que estan en A, (0, 1) si existe una constante C' independiente de I C (0, 1)
intervalo tal que

</I u(x) da:) </Iv(x)_1/(p_1) dac)pl < O|IP,

donde |I] denota la longitud del intervalo I. Por comodidad, utilizaremos sélo
A, para designar A,(0,1). Tomando I = (0,1) es claro que (u,v) € A, implica
que vy v~/ ®=1 son integrables.

El ejemplo que mds usaremos de pesos A, es el siguiente:

(mr,xR)EAp<=>r>—1,R§ryR<p—1, (5)

cuya demostracién puede hacerse facilmente de modo directo.

La importancia de la teorfa A, de pesos radica en que para que la trans-
formada de Hilbert H : LP(v) — LP(u) sea acotada es condicién necesaria
que (u,v) € A, y condicién suficiente que exista 6 > 1 tal que (u vY) € A,
(esto tltimo se denota simplemente (u,v) € A‘S) Cuando u = v la condlclon
(u,v) € A, es equivalente a que H sea acotada.

Lema. Bajo las condiciones
1 1
/ U(z)PxP de < oo Yy / V(z) 22 dr < oo
0 0

existe cn(f) para cada f € LP(V(z)Pxdz) y cada n > 1 y ademds S,f €
LP(U(z)Px dx). En esas mismas condiciones, el operador W de (4) es acotado
de LP(V (z)Px dx) en LP(U(x)Pxdx).



Demostracion. Usando la desigualdad de Holder,
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y la dltima integral es finita para cada n por (2). Para ver ahora que S, f €
LP(U(x)Px dx), basta comprobar que J,(a,x) € LP(U(x)Px dx) para cada n, lo
cual es de nuevo inmediato por (2).

Comprobemos ahora la acotacién de W5. Por la desigualdad de Hélder, es claro
que

/0 |[Ws(f,2)U(x)|Px dx

<(/ 1U(z>px“p+1dx> (/ 1v<y>qyaq+1dy) ( / FVIPyds)

y como por hipétesis los dos primeros factores son finitos, W5 es acotado. [J
A continuacién, veamos el resultado principal:
Teorema. Sea > —1/2 y 1 < p < co. Si se verifica
(U (z)Pa=P/2 V (z)Pz'~P/2) e Af, para algin § > 1 (6)

(basta 6 = 1 si U = V) entonces los operadores de (1) son uniformemente
acotados.

Demostracion. Hay que comprobar que los operadores de (3) y (4) son unifor-
memente acotados.
i = 1) Sirviéndonos de (2) y (6) tenemos
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<CQ/ |f(2)V(x)|Pxdx.

i = 2) Es exactamente igual que ¢ = 1 ya que las cotas de (2) para J, v Jat1
son las mismas.

i = 3 e i =4) Andlogos a los anteriores, pero utilizando la acotacién de J' en
lugar de la de H.



i = 5) Aplicar que u y v~/(=1 son integrables cuando (u,v) € Ap y el lema
anterior.
i = 6) Queremos comprobar que
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Y esto, si llamamos g(y) = | f(y)|y'/?, es lo mismo que demostrar que el operador

J(g,x) es acotado con sus correspondientes pesos, lo cual es cierto por (6). O
Corolario. Sean o > —1/2, 1 < p < o0 y los pesos
m m
U(r) =z(1 - x)’ H |z — $k|bk, V(z) = xA(l — x)B H | — xg B
k=1 k=1

O<z) <o <+ <Xy < Ty, < 1). i se verifica
+2+ 0 <2y A<
4+ < — a
p 2 4 4|1 Ta =@
pb>—-1, B<b, pB<p-1,
pbk>—1, .Bkgbk;7 ka<p—1 (1§k‘§m)
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entonces los operadores de (1) son uniformemente acotados.

Demostracion. Se demuestra que la condicién A, de (6) puede estudiarse por
factores y por tanto basta que exista ¢ > 1 para el cual los pares de pesos

(maerlfp/Q, mAerlip/Q)) ((1 - x)bp, (1 - x)Bp)
y
(|ac — 2 |POR, |z — xk|pB’“) (1<k<m)

estén en Ag. Empecemos con el primero de los tres. Por (5), es equivalente a

S(ap+1—p/2) > -1, 6(Ap+1—p/2) <d(ap+1—p/2)

S(Ap+1—-p/2)<p-—1.

Pero como la primera y la tultima de las desigualdades anteriores son estrictas,
es lo mismo que decir p(1 — 2a) < 4, A < ay p(3 —2A) > 4. Y basta dividir
por 4p para darse cuenta de que

p(1—2a) <4 <p(3—24)
— —1/4—a/d+A/A<1/p+al/d+A/4—1/2<1/4— AJ4+ a/d.
Por tdltimo, un sencillo cambio de variable a partir de (5) muestra que la segunda

condiciéon A, es equivalente a pb > —1, B < b, pB < p—1, y la tercera a
pbk>—1,Bk§bk7ka<p—1(1§k§m). O



Si en el corolario anterior tomamos U(z) = V(z) = 1 aparece 4/3 <p <4y
si tomamos U(x) = V(z) = 21/271/? obtenemos 1 < p < oo, resultados ambos
ambos ya conocidos y debidos a Wing [5]. Por tltimo, haciendo U(z) = V(z) =
x® se sigue el resultado de Benedek-Panzone [1].

Por tltimo, simplemente citar que si denotamos S, a las sumas parciales de la
serie de Fourier del sistema de Dini, que también es ortogonal en L?((0, 1), z dz)
(ver Watson [4]), y llamamos K, (z,y) a los nicleos, utilizando que para cada
n € N existe N = N(n) tal que

o o 1/2y=1/2

Kny(z,y) — Kp(z,y)| < C ————

|Kn(z,y) — Kplz,y)| < pp—

(ver Wing [5]), se obtiene como consecuencia inmediata que la condicién (6)
también es suficiente para que los operadores 5, sean uniformemente acotados
como en (1).
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